
Les dossiers 
pédagogiques 

SUPPL11MENT 
au n.uméFo 6 du 
1er Décembre 1970 

-~------------~ 

, 
• 

ICEM · FIMEM Pédagogie Freinet 

PR Ml RS PASV RS UN 

MATHEMATI UE NATURELLE 
U C.P. 

PAR J .• J. DUMORA ET LA 
COMMISSION MATHEMATIQUE 

• 

. 



SOMMAI RE 

1 

1 1 

1 1 1 

IV 

v 

VI 

VIl 

VIII 

Introduction . . . . . . . .. . . 
Organigramme . . . . . . . . . . 

Ensembles . . . . . . . . . . . . 

Relations . . . . . . . . . . . . 

Symboles et symbolisation . . . 

Logique . . . . . . . . . . . . . 

Le nombre . . • • • • • • • • • 

Numération . . . . . . . . • • • 

Opérations sur les cardinaux. . . 

L'exploration de l'espace .... 

1 

3 

4 

7 

1 1 

14 

16 

20 

24 

28 



t 

• 

PREMIERS PAS VERS UNE 

MATHÉMATI UE NATURELLE 

AU C.P. 

Les nouvelles instructions officielles tout en n'étant que transitoires vont per­
mettre aux maîtres, de CP en particulier, de se iibérer des mécanismes et de tenir 
compte avant tout de l'intelligence et du raisonnement logique de leurs élèves. 

Tout en ne faisant pas appel explicitement à la théorie des ensembles, ce pro­
gramme qui semble assez. réduit à première vue, doit nous pennettre d'aborder 
largement dès le CP tout l'éventail des notions mathén1atiques de base. Il faut 
que, dès le plus jeune âge, l'enfant puisse développer son raisonnement et son 
pouvoir de création. 

Pour aider les camarades à prendre conscience des domaines que l'enfant du CP 
peut aborder (nous ne disons pas connaître), nous avons construit un organigranune 
qui ne prétend pas être un modèle complet à suivre aveuglé1nent. Nous avons 
mis 1 'accent, non sur les notions mathématiques abordées, mais sur les relations 
qui existent entre elles. Cet organigramme peut se lire dans le sens vertical, mais 
aussi dans le sens horizontal. Nous avons essayé aussi de démystifier certains 
termes 1nathématiques par des exe1nples pris dans nos classes, mais il serait dan­
gereux de penser qu'avec des situations identiques, nous avons pu aborder toutes 
les pistes indiquées. Les exen1ples choisis sont des synthèses de notre travail et 
rion des genèses issues d'une seule classe. 

Au cours de l'année et atJec Potre participation nous con1ptons publier des comptes 
rendus d'expériences où apparaîtraient à la fois, le tâtonnement expérilnental 
de l'enfant, et la part du maître. 

Nous espérons que ce document vous aidera à démarrer ou à préciser votre pensée, 
qu'il vous avertira des points critiques où vous devrez veiller très attentive1nent 
à ce que votre participation ne brime pas le chen1inement de l'enfant. 

Pour que ce document réponde au but fixé il faut des expériences. 

Nous n'avons pas de règles à donner; cependant nous estimons que nos principes 
pédagogiques : tâtonnement expérilnental, méthode naturelle doivent nous guider, 
et nous éviter de provoquer des bloquages. 



L'enfant est dans la vie et tout naturellement il cherche à cornprendre. Pour cela 
il isole des faits de sa propre vie, il cherche les liens entre les élén1ents, il établit 
des relations. 

Progressivernent il va construire un système d'abstractions, il formera des struc­
tures et par tâtonnement, il constatera qu'il peut comprendre des situations plus 
générales. 

Partant de la vie, il y revient constamment pour contrôler ses découvertes. Il les 
testera un grand nombre de fois sous la forme des expériences les plus diverses. 
Ainsi il y a préparation, mais préparation seulen1ent, à des acquisitions de notions 
mathérnatiques qui ne seront effectuées que pl us tard. 

En effet une notion mathérnatique est une abstraction complexe qui est la résul­
tante à la fois d'un travail de recherche et d'un phénomène d'imprégnation dans 
l'esprit de chaque enfant. 

Le fait de rnanipuler des cubes ou tout autre type de matériel ... ne saurait consti­
tuer une preuve de l'acquisition de notion mathématique. 

De nombreuses expériences avec le rnatériel amènent souvent l'établissernent 
chez la rnajorité de nos enfants de rnécanismes dans lesquels ils s'enferment. 

Notre pensée se trouve exprünée par ces propos recueillis au stage du Sud-Ouest : 
<< Quand j'ai voulu l'aider à comprendre, il s'est arrêté. )) 

* Points critiques de l'organigramme où nous devons être attentifs aux dérnarches 
des enfants et à notre part du rnaître : 

toutes les symbolisations 
diverses écritures, les représentations 

la notion d'ensernble 

la correspondance terme à terme 

- les bases 

- les systèmes de numération 

les techniques opératoires diverses et naturelles 

- les transformations géométriques et leurs compositions 

la pratique de la mesure 
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Symbolisation 
parole 
• 1mage 

, . 
mot ecnt 
code 
(le signe) 

flèche 
diagramme 
de Venn 

tableau .......... 

codage 

* < > 

codage 
, . 

• 
• 

numenque 

Je chiffre 
Je nombre 
le numéro 

les signes , . 
operatoires 

0 8 
® 

. 

0 
• • 

L'ENFANT DANS LA VIE "vision" 

Relations 

relation_ 

symétrie 

transitivité 
reflex ivité 

re lation 
d'éttuivalence 
relation 
d'ordre 

permuta ti ons 

applications 

couples 

l'espace avec · 

Ensembles 
définition de E 
en ex tension 

"accommodation" 
choix 

(affectivité) 

logique 

1 oui non J 

en compréhension l 
propriété de E 
appar ten:mce 

et 
intersection 

represent bon ensembles inclusion 
sagittale (diagrammes 

~ta leaux/ 

e nom re nature 
. 

correspondance terme à 
/ \~me 

moins que plu1 que autant que 

comparatson 
d'ensembles 

l ' ~ , . ~ c assement equtpotence 
classes 
d'équivalence 

ordi~al carJinal 

, . 
numeration 

groupements du 1er ordre 
groupements du 2èm eordre 
(avec basesinégulières) 
échange - codage - décodage 
comparaison des cardinaux 

opéra ti ons sur les 
cardinaux 

les opérateurs 
l'addition 

techniques opératoires 
(calcul mental) 

partitions 

, . 
operatiOns 
sur les 
ensembles 

, . 
reuruon 

complément 
différence 

~ tris 
classifications 

Topologie 
don1aines 
frontières 

à l'intérieur 
à l'extérieur 
devant, derrière 
gauche, droite 

etc ... 

géométrie des 
transforma­

tions 
symétrie 
rotation 

pratique 
de la 

mesure 

évaluations 

distance 
temps 
poids . , 
ca pact te 

. a tres 
volumes 



1 ENSEMBLES 

Les notions évoquées dans cette partie 
sont depuis quelque temps vulgarisées 
dans tous les livres de math, nous ne 
jugeons donc pas nécessaire de les 
expliquer encore une fois. Pour pl us 
d'information se reporter aux livrets 
cc Structures Mathématiques n, les 
exemples cités étant souvent puisés 
dans des documents provenant du CP. 

A) La notion d'ensemble 

II ne faut pas s 'imaginer que la notion 
d'ensemble est une notion simple, 
implicitement acquise dès le dénlar­
rage. Il serait bon de savoir dans 
quelle mesure elle vient naturellement 
aux enfants. 

8) L'ensemble et ses représen­
tations 

Il ne faut pas confondre la notion 
d'ensemble et la représentation d'un 
ensemble. Les enfants peuvent faire 
mécaniquement de splendides diagram­
mes (l'exercice ou la fiche préfabriqués 
ne pouvant mener qu'à une solution 
pré-résolue) sans savoir vraiment que 
constituer un ensemble, ce n'est pas 
dessiner une 11 patate ), et mettre quel­
que chose dedans, mais que l'ensemble 
existe avant d'être représenté, sous 
une forme réelle, qu'il faudra en 
prendre possession pour le définir : 

- soit en nommant les éléments 
(ensemble en extension ) , 

- soit en en détenninant la propriété 
et les limites (ensemble en compré­
hension), 
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avant de le représenter (il serait tel­
lenlent préférable là aussi d'attendre 
que l'enfant le représente à sa façon 
avant de lui proposer le~ représenta­
tions en vigueur !) 

C) Ensemble et relation 

Ce n'est qu'après un long tâtonnement 
et J'expérimentation de ses décou­
vertes que l'enfant peut dégager les 
notions d'éléments, d'appartenance. 

C'est en établissant dès son plus jeune 
âge, des relations entre les objets de 
son voisinage, que l'enfant arrivera 
à trier, à classer, à définir ce qui 
l'entoure. Que fait d'ailleurs la ma­
thénlatique actuelle sinon, comme le 
dit Papy: " s'intéresser plus aux rela­
tions entre les objets qu'à leur nature )) ? 

La notion d 'ensemble semble donc 
découler naturellement des relations 
entre les objets. 

Cette notion est sùuvent considérée 
co1nme un résultat. 

.... l.,_( -
~--- --=-- -~---tner 

• 

Pierre. 
montagne. 

En regardant cette représentation sa­
gittale les enfants interprètent et disent : 

* Jean et Alain sont allés à la mer. 
(notion d'ense1nble) 

• 

• 
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* Eric, Alain et Paul sont allés à 
la montagne. (notion d'e-nsemble) 

* Pierre n'est pas allé à la tner, 
n'est pas allé à la mon tagnr. 
(appartenance et non appartenance) 

* Alain lui est allé à la montagne 
et à la rn er. 
(vers la notion d'intersection). 

Jean dit : Je suis allé à la mer Médi­
terranée mais la mer Méditerrané~ 
c'est la mer ! 
(vers l'inclusion) 

e--nfa..nts qui .Sont 
allis à. la..rnett.-

enfa.vtts q~ s~ allés o 
la~N~ée 

Les notions abordées ici sont direc­
tement liées aux notions de topologie 
(voisinage, domaines, frontières ... ) 

D) Comparaison d'ensembles 

Dans la classe, chaque enfant a des­
siné sa famille pour son correspondant. 
Alain et Pierre com rent leur famille 

famille 
de Pierre 

famille 
d'Alain 

Alain dit : Tu as wz papa, moi aussi 
par le geste puis par un trait. 
Alain relie son papa à celui de 
Pierre ; de même la maman de Pierre 
va avec la maman d'Alain, la sœur 
d'Alain avec la sœur de Pierre, Alain 
avec Pierre. 

(C'est t~ne correspondance tenne à 
terme rn2is elle est sélective .) 

Faire correspondre la mémé de Pierrr 
avec la sœur d'Alain serait un peu 
la preuve que les enfants ont bien 
compris la notion d'ensemble. 

Bien des tâtonnernents auront précédé 
cette réalisation. 

Un enfant habitué à avoir affaire à 
des ensembles d'objets identiques com­
me c'est souvent le cas dans les fiches 
(rappelez-vous : on ne Jnélange pas 
les torchons avec les serviettes) ne 
fera pas cette correspondance-là. 

Il faut avoir découvert ce qu'est un 
élé1nent d'un ensemble : 

a) qu'il est un ; 

b) qu'il peut être interchangeable avec 
n'importe quel élément de l'ensemble ; 

c) qu'il n'y a que la propriété com­
mune qui importe (s'il y en a une, 
même). 

Nous avons l'impression que l'on 
passe souvent trop rapidement et 
comme une évidence sur cette notion : 
la correspondance terme à te·rme ne 
doit pas être un truc, une mécanique 
à comparer les ensembles, elle doit 
être rnotivée et ressentie. Sinon toute 
la découverte du nombre ne sera 
que le 1naniement d'un procédé, pré ­
tendu nouveau, menant à une connais­
sance artificielle du nombre. 

Dire que pour aller au nombre il 
suffit : 

- de faire des ensembles ; 

- de les comparer en faisant la 
correspondance terme à terme ; 

- de ranger ceux qui sont équipo­
tents ; 
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d'établir un ensemble référence ; 

et de dire que tous les enseJnbles 
équipoten~ avec l' ense1nble référence 
ont le même cardinal, c'est imposer 
aux enfants un cheminement qui n'est 
peut -être pas le seul à envisager; 
on risque surtout d'aller trop vite, 
d'en faire un système rigide. Le plus 
important n'est pas d'arriver rapide-

STRUCTURES DE VIE 

ment au nombre mais que chaque 
enfant trouve sa route pour y arriver. 

Il faut laisser démêler l'écheveau et 
ne pas avoir peur de perdre du temps 
en risquant de faire de nouveaux 
nœuds. 

Ce n'est pas la connaissance du nombre . . , . 
quz compte mms sa creatwn. 

STRUCTURES MATHÉMATIQUES 
livrets d'information pour les maftr€s 

Ces livrets ne prétendent pas suffire à votre information mathématique. Ils 
ne vous dispenseront pas de la lecture des livres d'initiation mathén1atique . 

Ils ne sont pas non plus des leçons n10dèles. Ce n'est pas parce que telle 
notion a été introduite de telle façon que vous devez en faire autant. 

Ils désirent simplement vous montrer qu'il est possible, à partir de situa­
tions familières, concrètes ou abstraites, de pern1ettre aux enfants d'expérünenter, 
de raisonner, de construire des concepts mathétnatiques. 

La vie de tous les jours et l'imagination des enfants nous semblent assez 
fécondes pour leur permettre une expérimentation d'une richesse inépuisable ; 
c'est pourquoi nous ne pensons pas que le recours à un matériel et à des jeux ar­
tificiels soit indispensable. 

Le vocabulaire introduit est destiné avant tout au maître qui doit davantage 
s'efforcer de sensibiliser ses élèves aux concepts mathématiques que de leur ap­
prendre des mots et des définitions qui ne reposeraient pas sur une expérimentation 
réelletnent vécue. 

Ces .livrets de 16 pages paraissent par séries de 5 à partir de la rentrée 1970. 
Ire série (n° 1 à 5) : 1) Les ensembles- 2) Algèbre des ensen1bles- 3) Les relations 
4) Propriétés des relations - 5) Fonctions et applications. 
2e série ( n° 6 à 10) : Lois de composition - Structures, groupes - Isomorphismes -
Transformation du plan - Dénombrements. 

Tous autres renseignements: CEL - BP 282 - o6 - CANNES 
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II RELATIONS 

A) Types de relation 

S'frf\ 
l ·sation 4 

bO 11~ :.:--­

@ symétr/e 

Œ) trans,'t/v/tl 

/ l'ï , 't / @tet , ex ' v 1 e 

®re!at,-on d 'ordre 

®couple 

@ p(!J'mutatt"on 

@ op pl/ca t t" on 

not/on / 
d 'operateur 

3 

7 

11 

+que, 
a..u.to..n.t q u,e, J 

-que 
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8) Relation d'équivalence 

En récréation : 

~~ Régis joue toujours tout seul, il ne 
veut pas jouer auec moi, " se plaint 
Régine en rentrant de récréation . 
- Auec qui as-tu joué alors? 
- AIJec Philippe; on descendait le 
toboggan à plat-uentre. 
- Moi aussi j'étais avec Philippe, dit 
Fabrice, alors tu jouais apec moi aussi 
(transitivité) (r). 
- Non! je ne jouais pas a uec toi, 
dit Régine. 
- Si, Régine jouait avec Fabrice puis­
que Fabrice jouait a!Jec elle (symétrie) 
(2). 

On représente : 

représentation sagittale : (3) 

symbolisation : (4) 

Quand Régine descend du toboggan, 
elle joue avec elle-même (réflexivité) 
(5). Il faut ajouter : Régine() 

Nous avons abordé la relation d' équi­
valence (6) qui répond aux 3 axion1es : 
transitivité, syn1étrie, réflexivité. 

Philippe a aussi dessiné ses jouets : 

8 

ensemble 
des jouets 

de Philippe 

ensemble 
des jouets 
de Pierre 

Par la correspondance terme à terme, 
on voit que Philippe a autant de. 
jouets que Pierre. 
Nous avions vu que Pierre avait 
autant de jouets qu'Alain : 

a autant de . 
JOuets que 

Donc Philippe a autant de jouets 
qu'Alain. 
Cette relation est transitive. 

Pierre Alain 

Pierre a autant de jouets qu'Alain, 
mais on peut dire aussi qu'Alain a 
autant de jouets que Pierre. 

Cette relation est symétrique. 
Nous pouvons dire aussi que Pierre 
a autant de jouets que lui-même. 

Pierre.Q 

Cette relation est réflexiiJe. 
La relation (\ a autant de jouets que u 

étant transitive, symétrique, réflexive, 
est une relation d'équivalence. 
Ce second exemple introduit la re­
lation d'équivalence numérique, c'est­
à-dire l' équipotence (voir correspon­
dance terme à terme). 

• 



C) Relation d'ordre 

Oliviér ne veut pas tnettre la pièce 
de r F dans la 1nên1e poche que le 
gros tnouchoir. 

- Ça va me crever la poche. Ils pèsent 
trop tous les deux. 
- C'est la pièce qui est la plus lourde 
ou le mouchoir? ( + que) (7). 

Utilisons la balance : 

c< Le mouchoir pèse plus que la pièce >l 
1 • 

est ecnt : 

mouchoir . ' ptece 
(symbolisation) (4) 

Marie-Clotilde veut comparer le poids 
de son petit mouchoir et de la pièce : 

. ' pzece L:;J petit mouchoir 

Sans peser, elle déduit : 

mouchoir t;J petit mouchoir 

C'est la transitivité (r) : 
a Rb 

=======>'> aRc 
bRc 

Daniel, qui n'a pas bien con1pris, lit 
en com1nençant par la gauche : 

pièce Q mouchoir 
n Non! on ne peut pas lire à l'envers. » 
( antisymétrie ) 

Toute relation répondant aux 3 axio­
mes (transitivité, antisyn1étrie, réfle­
xivité), est une relation d'ordre (8). 

D) Couples 

- Ce matin il y a 4 absents : 
ce sont 3 garçons et r fille. 
Cela aurait pu être 2 garçons et 2 
filles. Ou 3 filles et 1 garçon, etc. 

On représente : 

garçons filles 

3 1 

2 2 
1 3 
0 4 
4 0 

(3,1) et (2,2) et (ra) etc. sont les 
couples possibles qui ont pour résultat 
4· (no g) 

On pourrait aussi les représenter : 

F 
0 -1 G 2 ~ 4 

0 x 

-1 x 

2 x 

3 x 

4 x 

9 



E) Applications 

1. Brigitte a changé de lit avec sa 
sœur. Elle aurait pu dormir aussi 
dans le berceau de son petit frère. 

On dessine : 

fit de 
Brigitte 

Brigitte 
Christine 
Jean-Henri 
Jean-Henri 

lit de 
Christine 

lit de 
jean -Henri 

Christine Jean -Henri 
Brigitte Jean-Henri 
Christine Brigitte 
Brigitte Christine 

(ce n'est pas possible : 
Christine est trop grosse!) 

Il y aurait encore d'autres cas possibles. 

2. Christine ne contient pas dans le 
berceau de Jean-Henri, mais Brigitte 
et Christine peuvent dormir ensemble 
dans le lit de Brigitte, par exe1nple . 
On dessine : 

lit de 
Brigitte 

C., B. 
J -H., B. 

lit de 
Christine 

Christine 
B., C., J-H 

berceau de 
jean-Henri 

Jean-Henri 

La 1re représentation montre un exem­
ple d'application bijective (ro) (chaque 
élément de l'ense1nble départ corres­
pond à un élément de l'ense1nble 
arrivée) (rr) 

10 

F) Permutations 

A On désigne par le 1neme tenne de 
<<permutation ,, : 

l'action de permuter 
- le résultat de cette opération. 

En regardant le plan de la classe, 
Guy, qui est au fond, veut se reconnaî­
tre à la place de Marie-Pierre, qui 
est devant (or le fond de la classe 
est représenté en bas du dessin sur 
le tableau). 

Ce déplacetnent plaît aux enfants 
opèrent toute la transfonnation. 

. 
qlll 

Plan initial : 
Elvire Marie- }osée 
Daniel Serge 
Dominique Jean-Luc 
Pascal Robert 

Nouveau 
(après la 
Pascal 
Dominique 
Daniel 
Elvire 

plan 
permutation) : 

Robert 
jean-Luc 
Serge 
Marie-josée 

Marie-Pierre 
Mel y ka 
Albert 
Guy 

( 12) 

Guy 
Albert 
Mel y ka 
Marie-Pierre 

La permutation est effectuée ici selon 
la symétrie par rapport à une droite ( r 3). 

La permutation s'effectue entre les 
éléments d'un même ensemble. C'est 
un cas particulier d'application bi­
jective. 

• 



III SYMBOLES ET SYMBOLISATION 

A) De l'objet réel vers les 
symboles 

' De o 
objet 

a 1 an : . 
vra1 ou personne 

' t'enfant, son moi, 
L'expérience des choses qu'il trouve 
autour de lui : la maman, le biberon .. . 

2e année : 
association des mots représentatifs des 
objets (pour un enfant, un n1ot est 
un acte) 

il apprend à parler. La parole, ensem­
ble de symboles grâce auxquels il 
peut faire état de ses expériences, 
lui p~rmet de con1 muniquer ; le dessin 
et le mot écrit viennent ensuite. 

Donc, pour traduire son expérience 
des êtres e t des choses, pour commu­
niquer, un enfa nt a à sa disposition 
plusieurs modes d'expression : 

le Jnot prononcé (langage) 

objet ou 
personne 1---------,:~ l'image (Je dessin) 
réels 

le mot écrit (écriture) 

Dès le départ, il y a dans le but de 
conununiquer avec les autres l'établis ­
sement de conventions, de codes. Le 
plus souvent, l'enfant adopte le Jan ­
gage, l'imagerie, les écritures utilisés 
par son entourage, Jnais en les passant 
toutefois au crible de son expérience 
person ne] le. 

L'enfant prend peu à peu conscience 
que Je dessin, le mot prononcé ou 
écrit se d ifférencient de l'objet ou de 
la personne rédie, qu'ils n'ont pas 
d'existence mais sont des symboles, 
des conventions qui s'accrochent aux 
objets dans un but de communication. 

L e mot chien n'aboie pas, le portrait 
d'une m aman ne peut ren1placer ses 
baisers. 

Or, ce détacheJnent du symbole par 
rapport à l'objet n'est pas évident au 
dépar t. 

Sabine (4 ans) pleure quand Alain 
veut découp~r sa silhouette dessinée 
sur un grand carton . EUe d it : 11 j e 
vais avoir très mal. je ne veux pas n, 

La prise de conscience du symbole 
en tant que tel est très lente et pri­
mordiale pour aller vers le symbo­
lisme mathématique. 
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8) Symbolisation du nombre 

Pour les 
même dét 

• 

Il 
1 

anunaux 

nombres, 
he : 

' 

le mot prononcé 

J'image 

• 
• • 

la représentation 

nous avons la 

Soit parce que 1' image est imparfaite, 
soit parce qu'il es t incapable de faire 
une image fidèle, soit parce que 
reproduire 20 fois la 1nême image 
est fastidieux et long, l'enfant simplifie 

, . 
sa represe ntat ton. 

Il dira : 11 • est une poule 11 , 

Nous avons là un code, et son utili -
• 

sauon : 

• 
trois poules • • 
A un degré conscie nt pl us élevé, se 
débarrassant du support objectif et 
voulant représenter le nombre, l'en ­
fa nt p eut adopter une manière ca­
ractéristique d'écrire et de reconnaître 
ce nombre, d'où la naissance de 

12 

constellations (écri ture p ersonnelle du 
nombre) . 

• 
trois • • • • • • • • 
Il y a là invention, création d'un 
signe (notion de chiffre = du no mbre). 

Si on est alors à l'écoute de l'enfant, 
il y a là une richesse infinie de possi­
bilités de créations passionna ntes qui 
nous amènent directement vers l'in ­
vention de systèmes de numération 
différents du nôtre . Puis nous re ­
tombons pour les besoins d e la com ­
munication dans les écritu res e n vi­
gueur. 

----~7" trois . . . -
----)o. 3 

C) Les signes 

, . 
1not ecnt 

chiffre 

Nous retrouvons la mê1ne démarche 
quand il s'agit de traduire n ' ilnporte 
quelle propriété d'ensembles. 
par ex. : ]es mots collectifs 

animal LL 

s igne conventionnel nous permetta nt 
de désigner à la fois les o iseaux, les 
manunifères, e tc. (Il est impossible 
de dessiner un animal ayant à la fois 

• 2 ou 4 pattes, des ailes ou pas d'ailes, 
etc.) 

- M êm e démarche encore pour tra ­
duire la négation , la non-propriété : 
aux qui ne sont pas des animaux 

-&-
(le signe barré d evient le symbole 
de la néga tion) : " Non, ce n'est pas 
vrai, je le barre u, démarche- très na-· 
tlll·elle . 

• 



- MêJne détnarche encore 
naissance du signe - et 
signes L_ , ) etc. 

pour la 
=/=, des 

Ici encore, J'enfant doit avant de se 
servir des signes conventionnels ha­
bituels créer les siens propres, les 
affiner, les simplifier, prendre cons­
cience de leur utilité. C'est seulement 
par la suite que le maître pourra 
lui donner les signes d'utilisation 
courante, le plus tard possible. Si 
ces signes sont donnés prématuréJnent, 
non seulement nous éliJninons toutE. 
une part de recherche et de création, 
mais il est presque certain qu'ils ne 
seront pas assimilés par les enfants ; 
alors le maître les imposera sous la 

forme de mécanismes, ce qui est 
tuer l'esprit mathén1atique. 
De JnêJne, si l'on n'a pas tué chez 
l'enfant ce besoin de trouver des 
façons de s'exprimer, il cherchera des 
représentations. Si on ne lui a pas 
donné de but en blanc le diagramme 
de Venn (la fameuse patate), le tableau 
cartésien, etc., nous trouverons chez 
l'enfant, par besoin de clarification et 
d'éconOJnie de moyens, la création 
de représentations plus ou 1noins 
parfaites pouvant mener naturellement, 
et le besoin s'en faisant sentir, à des 

' . . representations en vtgueur. 
Il ne faut jamais être pressé, le tâton­
nement de l'enfant n'est pas du temp.;; 
perdu, bien au contraire. 

Les boites Il mathématique" 

Pour le CP : la boîte 00 (à matériel classique) 

* Simple, utilisable inclivid uellen1ent ou par groupes. 
* Perrnettant des tâtonnements et des expéJiences dans les do1naines des 

ensembles, de la numération, de la logique, de la géométrie. 
* Montage de bouliers "universels" (binaires, ternaires,... décimaux}. 
* Figures logiques en plastique ( 48 pièces) 

La boîte . . . . . . . 20,00 F. 

Pour les CE, CM, Tr : la boîte 0 

* Le "tâtonnement expérimental" au service de la "mathématisation'' 
grâce à un matériel polyvalent, permettant l'expérimentation la plus 
vaste, offrant de larges possibilités de création. 

* ·Machines à transformer, balances, symétries, permuta tians, isométries, 
ensembles, circuits logiques. 

Livré en 2 boîtes plastiques . . . . . . . . . . . 1 00,00 F. 

(permet le travail dans 12 ateliers de 1 à 3 élèves) 

Tous renseignements à CEL BP 282 - 06 CANNES 
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IV LOGIQUE 

En classe, un groupe d'enfants ra­
conte : 

- Dimanche, on est allé à la 
Il y aZJait des manèges : des 
tamponnantes, des balançoires, 
la chenille. 

foire 
autos 

~ meme 

' On peut faire l'enseJnble des 
de la foire (1). 

maneges 

- Eric, es-tu monté sur les manèges? 
- Non. 

Et toi, François ? 
- Oui. 

logique (2) 

- je suis monté sur les autos tampon­
nantes et sur la balançoire. 

est monté sur symbole (3) 

François > autos tan1ponnantes 
-....__,__ balançoire 

représentation sagittale (4) 

- Et Martine? Marie? joël? 
Martine 

François~ autos tamponnantes 
Marie balançoires 

Joël chenille 
Eric 

Alain qui n'était, pas là, peut savoir 
où sont tnontés les enfants (5) . 

14 

Il lit : 

Martine est montée sur les autos 
François est n10nté sur les autos il 

la balançoire 
Marie est Jnontée sur la chenille 
Joël est n1onté sur la balançoire 

Il pourra faire : (6) 

- l'enseJnble des enfants Jnontés sur 
les autos 
la balançoire 
la chenille 

Martine 
François 

joël 
François 

Marie 

enfants montés 
sur les autos 

enfants montés 
sur la chenille 

enfants montés 
sur la balançoire 

Jean-Marie s'aperçoit que François 
est à la fois dans 1 'ensemble des 
enfants montés sur les autos et dans 
l'ensen1ble des enfants montés sur 
la balançoire. Il est à l'intersection. 

On arrive à : (7) 
--

Marüne François 

Paul a fait : (8) 

François 

enfants montés sur les autos 
et sur les balançoires et 

f 
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Nos correspondants ont représenté 
différe1nment cette situation. Ils nous 
ont envoyé le tableau suivant : (g) 
et (ro) 

Des enfants ont vérifié le tableau : 
- certains en reprenant le travail 
qu'ils avaient fait (représentation sa­
gittale, ensembles) (r1) et (12) 

Martine 

François 

Marie 

joël 

Eric 

re/at ions 

symboles 

...... --3---

• 
• • 

• 

• 

• 
ou' non 

4 

- Alain en se posant des questions : 
François est -il monté sur les autos ? 
oui; sur la balançoire? oui; sur la 
chenille? non .. . etc. (13) et (14). 

Attention : 
Il ne faut pas croire qu'une situation 
semblable dans votre classe vous mè­
nera obligatoirement à toutes ces pistes. 
Les exemples sont choisis ici de façon 
à expliquer les termes et les liaisons . 
Les nUJnéros des flèches ne correspon­
dent pas à un ordre à suivre rigou­
reusement : ils sont là pour aider à la 
co1npréhension du texte. 

et 

14 
13 f - >-intersections 8 

t'epr:Ge nl:aiîon 
sagittale ~---11 
~ - -A-- tlbleaux 

6 12~0 
~ y~ 

ensembles 9 
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V LE NOMBRE 

A) Correspondance terme à terme 

Après Noël, les enfants parlent de 
leurs cadeaux. Chacun dessine ce qu'il 
a eu. 

ensemble des 
jouets de Pierre 

ensemble des 
jouets de Marie 

ensemble des 
jouets d'Alain 

0 
0 0 

0 

ensemble des 
jouets de jean 

Les enfants veulent savoir qui a le 
plus grand nombre de jouets. A l'aide 
de gestes, les enfants font des compa­
raisons. Un élève a l'idée de relier 
les jouets par un trait : 

ensemble des 
jouets de Pierre 

16 

ensemble des 
jouets d'Alain 

A chaque jouet de Pierre correspond 
un jouet d'Alain, donc Pierre a autant 
de jouets qu'Alain. 

0 0 

00 

.) EiU 

ensemble des 
jouets d'Alain 

ensemble des 
jouets de jean 

Il reste un jouet de Jean qui n'a pas 
son correspondant, donc Jean a plus 
de jouets gu' Alain. 

ensemble des 
jouets de Marie 

oo 
oo 

ensemble des 
jouets de jean 

Les jouets de Marie ne correspondent 
pas à tous les jouets de Jean, donc 
Marie a moins de jouets que Jean. 

Par correspondance terme à terme 
nous pouvons donc dégager les notions . 
sUivantes : 

autant que p!us que 
. 

mouzs que 

•• 
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ou encore: 

même nombre d'éléJnents 
(autant que) 

plus grand notnbre d'élétnents 
(plus que) 

plus petit nombre d'élétnents 
(tnoins que) 

La con1paraison d'ensembles nous nlè­
nera d'abord à définit (le plus souvent) 
plus que et moins que avant autant que 
qui n'est qu'un cas ·particulier de 
cette comparaison. Symbolisation< > 
Deux tenues mathématiques parais­
sent alors s'ilnposer, ce sont les notions 
d'élétnent et de nombre. 

B) La notion d'élément 

Elle suppose que l'enfant a saisi ce 
qu'est la représentation d'un objet. 
Quand l'enfant dessine un chat il fait 
correspondre le chat réel avec l'image 
du chat. C'est par convention le chat 
car l'enfant doit bien se rendre compte 
que son dessin ne miaule pas et 
pourtant il üablit une identité entre 
l'image et le chat. Chaque représen­
tation correspond dans son esprit à 
l'objet ou au personnage réel. Son 
affectivité le pousse tnême vers une 
identification totale avec son portrait 
ou le signe qui le représente, il doit 
s'en défendre d'où l'intérêt des re­
présentations variées d'un mê1ne objet 
et de ne pas s'enfermer dans un 
système de symboles. Il faut que 
l'enfant dise en tnontrant son dessin 
ou le mot écrit ou le syn1bole de 
l'objet réel, c'est la même chose, c'est 
l'objet. Il faut qu'il ait nette conscience 
que les diverses représentations d'un 
objet ou d'un enseJnble ne sont en 
réalité qu'uN. Il sera donc axnené à 
définir la notion d'égalité par rapport 
aux notions d'équivalence et d'équi­
potence. 

C) Egalité - Equipotence 

Dans la classe voici les élèves du CP. 

La photo des enfants du CP représente 

Ensemble des enfants du CP 

Liste des élèves du CP 
Alain Dupont 
Sophie Durand 
jean Dupont 
Eric Blanc 
Marie Dubois 

Les garçons et les filles du CP 

• A 
ô • • 

code garçon .. • 
fille ..... tl. 

Les élèves du CP 

x x 

code élève ~ X 

• 

La notion d'élément s'affine de· plus 
en plus. 

Alain Dupont - photo - nom 
(réel) (identité) 
Alain devient peu à peu • ou X 

• garçon ou X élève du CP 
on distingue l'élément par une de ses 
qualités qui peut être implicitement 
le nombre, .sa qualité étant alors 
d'être un. 

17 



Tous ces ensen1bles sont égaux car ils 
ne sont que les diverses représenta­
tions d'un même ensemble, cé sont les 
critères de définition qui changent : un 
ensemble n'est égal qu'à lui-même. 

L'enfant dira : c'est la c< même chose >> 
il y a identité. 

Par contre si chaque enfant du CP 
a un vno, 
Enfants du CP 

Ensemble des vélos 

je ne peux pas dire que l'ensonble 
des vélos = l'ensemble des enfants 
du CP. C'est une simple question de 
bon sens. L'enfant ne dira pas c'est 
la c< mêrne chose » n1ais il y a autant 
de vélos que d'enfants ou il y en a 
le même nombre. 

L'an1biguïté est que pour noter cette 
équipotence (équivalence en non1bre) 
le signe conventionnel en vigueur 
s'appelle égal = 

D) Le cardinal 

En passant directement à la cornpa ­
raison quantitative. d'ensembles, on 
sernble oublie r que le nombre n'est 
<ju'une qualité au mên1e titre que 
pointu ou être frère de .. . , il ne peut 
êt re privilégié aux d €- pens des autn: s 
car il ne peut être vraiment conçu 
que dans son contexte et par rapport 
à son environnement. 

18 

L'étude des re lations d'équivalence est 
indispensable comme préliminaire à 
l'étude du nombre. Par exemple, la 
pratique de la mesure en atelier de 
calcul peut favoriser cette maturation : 
avoir le même poids, la même taille, etc. 
(sans aucune idée de nombre). 

L'étude des formes, des couleurs, de 
toutes les relations d'équivalence en 
général, sont indispensables. Quand on 
a pu dire que deux ensembles sont 
équipotents, c'est-à-dire qu'ils ont rnê-

., 1 '• A me propnete numenque ou rneJne 
cardinal, on ne peut déduire de but 
en blanc que par convention ce cardinal 
s'appel lera trois, par exemple. Il fau­
drait plutôt laisser s'accUJnuler les 
ensembles composés dans diverses clas­
ses afin que le nombre se dégage 
bien de l'objet et que l'on ne dise 
plus seulernent trois p01nmes, mais 
aussi trois, d'un ensemble formé par 
une tasse, une pipe et un indien. 

Plus le nombre d'ensernbles apparte­
nant à la classe trois est grand et 
varié, pl us 1 'enfant aura loisir de 
choisir sa référence de trois. 

Une erreur à notre avis serait de 
travailler avec des petits nombres et 
d'éliminer les grands à leur profit. 

L'enfant qui arrive au CP a déjà 
des mécanismes montés, il sait compter 
ou plutôt il sait sa comptine. Il est 
préf~rable de travailler aussi avec des 
nombres qu'il ne connaît pas, où 
tout sera à découvrir, où il faudra 
avancer pas à pls. 

Une autre erreur serait aussi de vouloir 
comme dans l'ancien progranune (ou 
mêrne certains livres de math moder­
Qes pour le CP), étudier les nombres 
de o à 10 puis de ro à 20.. . Nous 
enlevons alors à l'enfant tout un 

. ' 
< 

• 1 ,, 

• 



• 

travail de dasse.ment, de symbolisa­
tion, de nuJnération. Ce ntest que 
par ltexptrience tâtonnée que renfant 
établira à un deuxièJne degré, des 
cotnparaisons avec les nombres, qutil 
les mettra en ordre, qutil découvrira 
la suite des nombres et la loi qui la 

' . regtt. 
Du point de vue de la symbolisation, 
ltenfant a la porte ouverte à ttinven-

• 

tion stil se trouve devant le problème 
dtappeler et dtécri re un nombre qutil 
ne connaît pas mais qutil vient de 
découvrir. Il sera certaineJnent aJnené 
à établir des systèmes de numération 
au lieu de rester enfermé dans le 
système à base ro, système si routi­
nier pour beaucoup qut il leur devient 
impossible dten ccmprendre le mé-. 
camsme . 

• 

• 
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VI NUMÉRATION 

A) Partition 

Eric ce matin a porté sa collection 
de rnédailles de Napoléon. 

Alain les classe : 
- Elles ont toutes une abeille sur un 
côté, mais sur l'autre côté, il y a : 
I. celles qui ont une tête (buste) 
II. celles qui ont des personnages à pied 
III. celles qui ont des personnages à 

cheval 

T 1f -

* Aucun ensemble n'est vide 
* Il n'y a pas d'intersections 

E 

On dit que les ensernbles sont disjoints. 

* Toute pièce de la collection appar­
tient à l'un des ensembles I, II, III. 
L'ensemble qui a pour éléments 
I, II, III est une partition de E. I, Il, III 
s'appellent les classes de e. 
Eric dit : (( Il y a beaucoup de pièces. 
je vais les compter >> , Il se trompe, 
reconunence. Il y en a trop, alors il 
dit : cc je vais les compter par 4 l> , 

Ainsi, il groupe et dit : 

. 
quatre quatre quatre quatre quatre trots 

Il a fait une partition. Certaines classes 
sont équipotentes (elles ont le même 
nombre d'élérnents), mais pas ~outes. 
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Eric est satisfait, il a compté ses 
médailles. 

Remarque: 
Souvent, les enfants font des groupe­
ments divers par souci de justesse, 
car ils n'aiment pas le reste. Nous 
voyons que ceci est logique, car 
correspondant à une notion mathé­
matique : les partitions. 

B ) Les groupements 

Si vous êtes à l'écoute des enfants, 
vous remarquerez certainement les 
démarches suivantes : 

a) L'influence du rnilieu est impor­
tante : l'enfant sait sa comptine (1, 2, 
3, 4 ; ou 4 et 4, 8 et 4, 12 ... ) Il utilise 
sa rnécanique sans en saisir le sens. 
Cela marche bien tant que le nombre 
d'objets n'est pas trop important. 

(Si vous voulez obtenir des démarches 
naturelles et un tâtonnernent valable, 
n'évitez pas les situations où il y a 
des grands nombres, ceux que l'on 
retrouve le plus souvent dans les 
situations naturelles). 

b) L'enfant fait alors appel à ses 
références. Il comptera de la façon 

• 
sutvante : 
- il groupe par constellations : 
~ 

)<. x x 
x x x 

)C )< 

1 
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Il y en a 5 et 3 et 4 e t 6 et 2 . (Ceci 
se rencontre souvent e n section de 
grands, à l'école maternelle). 

c) Puis o n trouve ceci (exen1ple d'Eric) 

trois trois trois trois trois deux 

d) Puis ceci : 

)( 

trois trois trois trcis et il reste r 

L à il n 'y a plus compa ra ison avec des 
références, 111ais l'adoption d ' un sys­
tènle avec le choix d'une référence 
(système de numération). 

Remarque: 
Chaque enfant a sa préférence pour 
un groupement pa rticulier . Il est rare 
que ce soit a dix )l , Le plus souvent, 
c 'est 3, 5, 4, 2, .. . e tc. L'enfant <1lors 
compte ra ses groupes et d ira : 
11 Il y a 4 groupes de 3 et r ,,, 
N ous avons ici wz groupement du 
r {' r ordre. 

L'enfant cherchera alors des syn1boles 
p our écrire r apidement. Le pl us sou-
vent, on <l ura : 

4 @ e t r 

Le table <l u : x 

4 

est le plus souve nt introduit p ar le 
m<lÎtre. Il es t cependant très utile, 
il faudra vei lle r seulement à n e p<ls 
l'introduire prématuré ment et évite r 
de Je tnéca niser avant qu'i l scit par­
f<ütement compris. (Ce qui n'est gé ­
néralem en t pas le cas des fiches du 
comn1e rce). 

e) Pa rce qu'il connaît la chanson 
(1 et r, 2 ; 2 et 2, 4; 4 et 4,8 ;) 
Jean -Louis groupe <1lors : 

x )( ><.x 
x x x )( 

x. )( 
x 

et di t : 8 et 8 et 4 et 3 ou 2 groupes 
de 8, r groupe de 4 et zl reste 3· 

Il y a ici un groupement de 2e o rdre 
(<1vec c hangeme nt de cardina l ou de 
cardin<lux). 

On ret rouve souvent c.ette façon de 
faire . 
Ceci Pient souvent : 
- soit du matériel naturel e mployé 
(ex. : les paquets de biscuits, différents 
emballages) 
- soi t du groupetnent privilégié (la 
p aire, Je double) . 

Ce qui es t remarquable, c'est que ce 
groupem ent irrégulier se retrouve dans 
dive rs systbnes de numération (le 
systè me r01nain, par ex.). Cette dé­
marche est le pl us souvent éliminée, 
c'est très regre ttable. C'est un des 
fonde ments du calcul tnenta l. 

f ) Alors, quand trouverons- nous le 
g roupem ent avec base. r égulière? 
Exemple: 

2~' groupement 

4 '< 4 
• 

I 

x X' 

x 

rf.>r groupement 

2 3 
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Nous avons constaté que ce groupe­
ment n'est pas naturel: 

a) rares sont les exemples de ce 
groupen1ent dans la vie courante ; 

b) certes, dans nos CP, nous avons 
pu y arriver mais il a fallu comme 
on dit (' donner le coup de pouce 1) , 

soit en faisant appel à un matériel 
spécialement conçu pour ~unener aux 
bases, soit en amenant sci-1nême parce 
que c'est inscrit dans le programme. 

Dans les deu:< cas, nous avons constaté 
que b mécanique une fois montée 
fonctionnait bien, que les enfants 
s'amusaient beaucoup avec le matériel, 
mais il nous semble que nous avons 
ici un exemple de ce qu'il ne faut 
pas faire. Les enfants ont à leur 
disposition un m écanisme qu'ils ne 
peuvent pas utiliser dans la vir. Tcute 
construction abstraite doit se vérifier 
par l'expérience, et pour nous le 
pays de quatre n'existe pas. 

C) Codage numérique 

C'est l'établissement d'un système de 
référence d'après le démarrage d'un 
système de numération. 
Exemple : . 
par convention : 
6 œufs une boite de 6 œufs 
)(. x x 

x 

x x 
x x x 

d'où 25 œufs s'écriront: 

x 

22 

Décodage: 
]'ai 3 boites d'œufs et 3 œufs : 

DDO xxx 

! y 

)(X.)( X.XX XXX X.)(X 
]'ai donc x x x x xx x x x 

21 œufs 

D) Comparaison des cardinaux 
en utilisant les codes : 

]'ai 26 
code: 
. , . 

1 aural 

œufs. 
6 œufs~ l r boîte] 

DDf J 

DDD 
xx. 

4 boîtes de 6 et 2 œufs 
~~ouve~u code : 12 œufs .._.Ir douzaine J 
1 aurat 

L.__l _.._Jl l_l _ __.JI )<. x 

2 douzaines et 2 œuj.:.s-...,....,......____,...____, 
~~ouve~u code : ro œufs --:)-1 I dizaine 1 
1 aurw 

L-1 ---~' \._1 -..-J] x)<. x x x )( 

2 dizaines et 6 œufs 
Donc le cardinal 26 peut s'écrire : 
4 et 2 e n base 6 
2 ouze et 2 en base 12 

2 ~ et 6 en base ro 
Cette comparaison ne se fera que s tu 
des g roupements du rt'r ordre. Elle 
sera a111enée nature llement surtout si 
l'on est amené à compa rer le travai 1 
individuel de plusieurs enfants (cha ­
que enfant n'ayant pas forcément 
groupé dans la mê111e base). 

' 

, 

1 
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Base 2 et Base ro : 

Ceci n'est pas faux si l 'on considère 
que le rer groupement a été fait en 
base 2 et le 2" groupement e~1 base 
10 (groupements irréguliers). Je peux 
très bien concevoir ceci : 

~ G 

8 8 @ G 

8 0 8 

86 8 

LIVRETS PROGRAMMÉS 

fO@ 

0 

Pourquoi compter en d'autres bases 
que ro? 
La numération décima le est tellement 
habituelle qu'il est très difficile de 
c01nprendre sa formation, noue_; n'en 
voyons pas la nécessité. Compter 
dans d' au tres bases, créer d 'autres 
systèmes de numérat ion nous aide à 
mieux comprendre la fonnation du 
système que l'on emploie dans la vie 
courante. 
Mais dans la vie, nous n'empl oyons 
d'ailleurs pas toujours le système 
décimal : pensons aux heures, aux 
machines à calculer, aux ordinateurs . 

Une autre fonnule pour le travail individuel, sur le Jnême principe que les 
bandes progra.rrunées, avec plages demandes, plages réponses, plages ouvrant 
des pistes de recherche ... 

Un coJnplément au calcul vivant permettant aux enfants de travailler in­
dividuellement sur des situations mathé.matiques (et en particulier numériques) 
courantes en respectant au maxi.mu.m les divers modes de raisonnement. 

• 
Ces livrets sont groupés par séries de ro sur un même concept mathén1a-

ttque : 

Série C. 3 ( o à 9) Applicat ion linéaire 
Série B. 1 (o à 9) Ense1nbles- relations. (à paraître) 

Tous autres renseignements: CEL - BP 282 - o6 - CANNES 
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VII OPÉRATIONS SUR LES 
CARDINAUX · L'ADDITION 

Le nouveau progrannne limite à l'ad­
dition, l'étude des opérations (tech­
niques opératoires) au CP. Ceci nous 
démontre l'inutilité entêtée du travail 
mécanique que nous essayions d'im­
poser aux enfants sans résultats effec­
tifs e t durables. Mais d'autre part 
il ne faudrait pas croire qu'il ne faille 
pas aborder les notions de partage, 
de différence, etc. sous prétexte que 
ce n'est pas au prograJnme. Seulement 
il ne faudra pas imposer la loi et 
une technique opératoire. Les opé­
rations sur les enseJnbles (réunion, 
compléJnent, différence), les divers 

, . 
groupements en numeJ·atton nous per-
mettront de les aborder. 

A) Différents cas d'addition 

Elle peut être abordée de deux façons , 
les confondr1,: est pour les enfants 
une cause d' 111compréhension. 
L'enfant fait la différence entre les . . ·• 

3 Sltuatzom : zwantes. 

a) j'ai 3 lap , ns dans une cage, 6 dans 
une a ut re, je les mets ensemble. 

b) Il y avait 3 lapins dans la cage, 
ma~nan en ajoute 6 qu'elle a achetés 
au ·marché. 

c) Dans le clapier il y a une cage avec 
3 lapins et une cage {l!Jec 6 lapins. 

Ces 3 situations se traduisent en 
math traditionnelle par 

3 + 6 ::: 9 
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Or e Iles font a ppe 1 à des notions 
1nathématiques tout à fait différentes. 

dans a c'est la réunion d'ensemble 

dans b c'est la notion d'opérateur 

3 9 

dans c c'est la notion de couple 

La différence fondamentale paraît être 
celle qui existe entre la réunion d'en­
semble et la notion d'opérateur. 

B) Opérateur et opération 

je gagne des billes 
Jean-Paul se dessiùe 

j'ai 18 billes 
je suis content . . . 
je ZJ(llS JOUer 

18 billes est l'ensemble départ 

Il joue 

' 'en ai gagne 3 . . 
je SlllS content 

(\ 

Jean-Paul 
,, 

Marc 

• 

• 

( 

• 
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Il joue 

" Jean-Paul 

Il joue 

Jean-Paul 

j'en ai gagné 6 . . 
je sws content 

Bernard 

j'en ai perdu 5 
je les donne à j aky 

• je ne sws pas content 

1 
Jaky 

Après la récré, Jean -Paul fait ses 
comptes. Pour cela, il récapitule ses 
différentes action5 e t dit : 

u j'en ai gagné 3 à M me, 6 à Bernard 
mais j'en ai donné 5 à jaky. j 'en ai 

' gagne 4· •• 

Ce qui int éresse Jean -Paul ici ce sont 
0 ' , • 

ses act10ns, a aucun mo ment n tnte r-
viennent les r 8 billes. 

L'ensemble départ est ici indépendant. 
Jean-Paul travaille sur des actions, 
sur des opérateurs. 

J .- 3 et t 6 et - 5 - 1- 4 1 

C) Le signe 

Il faut bie n faire la d is tinctio n entre 
les ( -l- 0 qui sy mbolisE:' nt des actions 
et le et q ui est une coordination 
que l'on a l'habitude par continuité 
de traduire aussi pa r + (ce qui crée 
une ambiguïté da ns l'esprit d es en­
fants). 

En a lgèbre ce @ n 'est pas écrit. 
Cette d is tinction fondamentale doit 
être fa ite claireJnent car les enfants 
s'y heurtent. 

Pour eux le G) correspond à une 
action el Tzon à une coordination. 

Il faut faire la distinction entre 1-
qui est un opérateur et le te rn=-1e:----,,....3~ 
du couple (3,6) dans l'exemple su'­
vant : 

3 6 

3 + 6 3 e t 6 9 

13 + 6 J [ 3 et 6] sont d es nombres 
égaux à 9· 

(3,6) n'est pas un nombre c'est un 
cou p le . T ant que j'en suis à (3,6) 
je n'ai pas opéré (c'est le cas c, d ans le 
ela pie r il y a une cage avec 3 lapins 
et une cage avec 6 lapins) . 

S i je mets ense mble les lapins, je 
réunis, j'opère sur le couple (3,6) (cas a) 

( :l,6) (f) ~ 1 \ J ~o-u..-3+bjt1\.4.9 
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3 1 6 

et 6 

les différentes sont 
' • 
ecntures 

A 3 d'un m e1ne nombre 

9 ce son t des rés ultats 

n'indique pas une opération à 
effectuer, elle est déj à fa ite . 

A différencier de 

3 @,. 9 

qui indique une o pé ration sur le 3 
(E}) éta nt l'opérateu r 
(cas b m a m a n achète 6 lapins .. . ) 

Remarque: 
Dans la réunion d'e nsembles, les en ­
fants d isent naturelle;n ent et. Il est 
diffici le de faire adJnettre que ce et 
peut se symboliser par +. Ils n'e n 
voient pas l' uti lité et même s'y oppo­
sent en disant c• ce n'es t pas la même 
chose n. 

D ) Représentat ions diverses 

Si nous reprenons l'exen1ple des billes, 
Jean-Paul peut savoi r combie n il a 
d e bi Iles dans son sac après le jeu. 

Il fe ra l'opérati 1 s uivante. 
] 'en a l 

gagné 4 

enseJnble de dépar t 

22 

ense mble d 'arrivée 

r 8 

état initia l 

26 

. 
act1on 

22 

état final 

o u r8 e t - 22 -

+ 4 
r8 22 

. 
( r8) ' nombre operatiOn sur un 

A ne pas confond re avec le diagramme . 
SUlVant : 

qui se traduira 

( r8A) (0 22 
1 

opération s u r un couple 

22 

18+ 4 

18tt4 

4 

(ce diagramn1e peut correspondre à 
la s ituation : Jea n a r8 billes Paul 4· 
En tout il y a?) 

E) Techniques opérato ires de 
l 'addi tion 

P our réaliser techniquement r8 e t 4 
no us d evon s faire appel à la numéra­
tion. Il n 'existe pas une technique 
opé ratoire . Chaq ue e nfant p eut avoir 
la sie nne adaptée à sa propre vision 
des choses. Nous n'avons pas le 
droit d'en in1pose r une sous prétexte 
que c.'est ce lle que tout le monde 
connaît e t qu'on la c roit la plus 
efficace . Nous avons là une des causes 
de blocages nombreux. L a prédomi­
n ance de la base ro e t la mécanisation 
d es techniques o nt tué le calcul m ental 
qu i, lui, fait appel, parce que plus 
individuel, à des circuits beaucoup 
plus dive rs . 

• 

' 

• 
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Pour r8 
. . 

quelques exemples et 4 VOICI 

r8 et 2 et 2 22 
...._ -
8 et 4 et IO 22 

r 5 et 4 et 3 22 
18 et 5 

. 
momsr 22 

r8 et 8 
. 

Jl10tnS4 22 
r8 et r et r et 2 22 
r6 et 4 et 2 22 

Appel à une base 

base 4 

r8 
5 ÇV et 2 
5 x 4 20 et 2 

4 

22 

base ro 
-10 )( 

18 4 

2 @e-t2. 
La création d'une technique opéra­
toire nécessite avant tout la connais­
sance de l'opération que 1 'on veut 
faire. C'est pour l'addition, connaître 
d'abord ses diverses propriétés, faire 
appe 1 à telle ou telle propriété entraî­
nera telle ou telle technique. 

* dire 4 et 8 au lieu de 8 et 4 c'est 
utiliser la commutativité de l'addition 
(a + b) = (b + a) 

* dire ( r 6 et 4) 20 et 2 = 22 
ou ( 4 et 2) 6 et r6 = 22 

c'est faire appel à une autre propriété 
de l'addition: l'associatiiJité 
(a + b) + c = a 1- (b + c) 

On peut toujours remplacer dans l'ad­
dition un ensen1ble par un autre 
ensemble équivalent du moment que 
l'on ne s'intéresse qu'à la propriété 

, . 
nuJnenque. 

C'est aussi avoir conscience que chaque 
chiffre, de droite à gauche, représente 
le nombre d'ense1nbles d'un certain 
ordre, les ordres croissant de droite 
à gauche. L'enfant ne peut donc 
faite et comprendre une addition 
que s'iJ est en parfaite possession de 
la numération . 

Il faut qu'il sache utiliser le zéro qui 
est neutre pour l'addition correspon­
dant à un ensemble vide 
(a + o = a) 

Soyons persuadés que si l'enfant n'a 
pas co1npris, découvert, assimilé ces 
différentes notions " il ne servira à 
pas grand chose, comn1e le dit Dienès, 
de lui faire exécuter zw grand nombre 
d' ~r additions )1 même par l'emploi d'un 
matériel concret le plus moderne. Il 
faut beaucoup moins de pratique qu'ha­
bituellement, pour aboutir à une tech ­
nique efficace quand les principes sont . 
correctement compns. , 
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VIII L'EXPLORATION DE L'ESPACE 

D ès son p lus jeune âge, l'enfant 
explore l'espace . I l regarde, il tâte, 
il touche puis il se meut, il se déplace . 
Il part à la conquête du Jnonde qui 
l'entoure. Il fait son expérience tâ -

, 
tonnee . 

Ce qui compte ce ne sont p:1s les 
objets ou les personnes dans leur 
froide réalité Jnais les rapports qu' il 
peut avoir avec eux, ce qu ' il peut 
en fa ire. 

Il cherche à les fa ire siens en les 
passant au crible de son affectivité. 

L'enfant n'a pas une vision d 'adulte, 
ses besoins ne sont pas ceux des 
adultes. N ous sommes souvent étonnés 
au CP de découvrir que des notions 
que no us jugeons simples telles que 
de!Jant, derrière, dedans, dehors, atJant , 
après ... ne sont que très impar faitement 
assimilées. C'est q u'e lle s ne sont nul ­
lement prioritaires pour le t rès jeune 
enfant . Elle s ne le deviennent q ue 
quand l'enfant apprend à lire et à 
écrire, quand il lui faut se situer 
ou situer un obje t ·par rapport aux 
autres. 

Ce qui est vital au dép:ut ce sont 
ses déplacements dans l'espace afin 
d 'agi r sur cdui-ci et d 'obtenir ce 
qu'il désire. 

La notion de voisinage , les frontières, 
1 ' idée du trou, d u passage, de la 
continuité, l'étude de toutes ces notions 
fondamentalement premières sont l'ob­
jet de la topologie. 
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A) La topologie 

On peut défi nir la topologie avec . , , . 
certatns auteurs c01nme (( une geometne 
de forme primitiZJe et rudimentaire sous­
jacente à toutes les géométries u. De ce 
fait, il est possible de la discerner 
dans les actions et réflexions des 
enfants. 
L'une des notions fonda mentales qu'el­
le aborde est celle de con_tinuité e t, 
pour ce fa ire, é tud ie les notions de 
voisinage, d 'e nse mbles ouverts e t d 'en ­
sembles fermés, de fronti ère. 

V OISINAGE : · 

L a table de C h ristine est bien en 
désord re. 

- j e Pais, d it-elle, ranger ma place. 
j e m'assieds, et je range toul ce que je . 
peux attraper a!Jec ma mcun. 

- Dois-tu ranger ton sac, qui est 
contre le pied de ta chaise? 

- Oui, parce que je peux le toucher. 
j'y arrive, alors le sac est dans mon 
POlSlllage. 

- Et la mouche qui tJole sur ta tête? 

- Si elle llolait moins IJite, je pourrais 
l'attraper. j e dePrais la ranger, elle 
aussi. Elle est dans mon IJoisinage. 

Christine a dél imité intutttvenlent so n 
voisinage. Ce sont tous les points qui 
se trouvent à l'intérieur de la sphère 
qui a pour rayon la longueur de so n 
bras. 

• 

' 

• 
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On voir que l'exploration du voismage 
permet de déterminer la position re­
larive de ses points. L'enfant peut 
ainsi préciser et affiner sa connais­
sance de termes tels que : 

sur - sous - à gauche - à droite - deiJant 
· - derrière - à l'intérieur - à l'extérieur -
en haut - en bas - etc. 

La 1naîrresse, à Brigitte 
du tableau mural : 

. ' qu1 est pres 

Tu parles bien fort, Brigitte! De 
qui peux-tu ainsi te faire entendre? 

- je parle â mes voisins qui sont 
debout près du tableau. 

- Tu ueux sans doute aussi parler 
à André, qui est de l'autre côté du 
mur, dans le couloir? 

- Oh! non! je ne peux pas parler à 
André, il ne m'entendrait pas. Il faudrait 
que je sois près de la porte pour qu'il 
m'entende! 

Olivier : 
- Il faudrait même que la porte 
soit ouuerte. Si la porte était otwerte, 
André serait ton voisin, mais si la porte 
est fermée, André n'est plus ton IJoisin . 

Olivier a essayé de dessiner les diffé­
rents voisinages. Il a d'abord dessiné 
le voisinag~ le plus facile, celui de 
Christine. Ensuite, i 1 a représenté le 
voisinage d'Eric lorsque celui-ci se 
trouve près de la porte de sortie de 
la classe. 

Eric a deux VOISinages, selon que la 
porte est ouverte ou fermée. A l'aide 
de l'exemple d'Eric, il a conclu que 
Brigitte a aussi deux voisinages : 

- le voisinage de Brigitte lorsque le . 
mur existe, 

- le voisinage de Brigit te si le mur , . . 
n exzstall pas. 
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Apparaît d'ailleurs une re]ation entre 
les deux voisinages, que le dessin, 
quoique schématique, met en évi­
denee : 

c 

Le vOt sm age d'Eric avec la porte est 
égal à l'intersection du voisinage d'Eric 
sans la porte avec la classe . 

Soienr: 
C l'ensemble des points de la classe, 
Vr le voisinage d'Eric avec la porte, 
V2 le voisinage d'Eric sans la porte, 
011 a: vI = c n V2 

ENSEMBLE OUVERT, ENSEMBLE FERME : 

En promenade, on est arrivé devant 
un pré clôturé. Guy explique : 

- Pour moi, le pré est Olwert, il 
n'est pas fermé, parce que je peux 
passer· à quatre pattes sous le fil de 
fer. 

- Pourtant, pour les Paches, il est 
fermé, rectifie Fabienne . 

- Pour nous, le pré est ouuert, pour 
les uaches, il est fermé. 

A la fin de la promenade, on a trouvé 
la porte de la classe fermé~ à clé. 

- Et maintenant, Guy, peux -tu ren­
trer? 

- Non, la classe est fermée, et les murs 
m'empêchent d'y entrer. 

Dans le pré, nous 
tenir compte de 
enner en classe, il 
des murs. 

avons pu ne pas 
la clôture. Pou1· 
faut tenir compte 

• 

• 

• 

• 



ENSEMBLE NI OUVERT, NI FERME : 

On joue aux gendarmes et aux voleurs. 
Quand un voleur est pri s, on le mène 
en prison. La prison, c'est le bac 
à sable. 

Jean- Luc a été pris, Jnené en prison, 
mais il s'est échappé. 

Tu n'as pas le droit de t'échapper 
de la prison! 

- Mais elle n'a pas de mur, cette 
prison! Quand IJous m'y aiJez amené, 
il n'y avait pas de mur.' 

- Oui, mais maintenant, il y a Wl 

mur! Tu ne peux pas t'échapper.' 

La prison, ouverte quand on veut y 
rentrer, fermée quand on veut en 
sortir, n'est ni ouverte, ni fermée. 

CONTINUITE : 

Voici, réalisées par quelques enfants, 
à partir d'une boule de terre, des 
transformations continues, bijectives, 
appdées homé01norphismes. Elles il­
lustrent cette citation amusante : << Un 
topologiste est un mathématicien qui ne 
sait pas distinguer une bouée de smwe­
tage d'une tasse de café l ) , 

--'-
'- -... • 
~ • - ' - • . . • 

La transformation d'Olivier : le bon­
honune et la boule sont <• topologique­
ment équivalents n. 

-. 
-- ---

La transformation de Régis : équiua ­
lence topologique entre la corbezïle et 
la boule. 

La transformation ci -dessus n'est pas 
un homéomorphisme, car le collage 
empêche que la transformation soit 
bijective. 

FoRMES GEOMETRIQUES 

Dominique nous parle des murs de 
sa chambre. Nous essayons de les 
dessiner en observant les Jnurs de 
la classe. Chaque dessin est ensuite . . , 
en ttque. 

Jean-Michel a représenté chaque mur 
par une ligne, or : 

- un mur n'est pas une ligne, il 
est plat. 

Dessin de Marion : 

Les quatre murs 
surface, mais la 
• 
forme. 

' , sont representes en 
classe n'a plus sa 

Dessin de Manuel : 

Les quatre murs sont 1·eprésentés en 
épaisseur, mais 1 'épaisseur ne se voit 
pas. 
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Dessin de Sylvie : 
/__.,.....___ __ ~ / 

~~--+------r/ 

Elle essaie de rendre la profondeur 
(3e dimension) par un dessin rappe­
lant celui du cube. 
Après discussion, c'est celui qui est 
adopté. 

8) Déplacements, symétrie, 
rotation 

Ce n'est qu'après avoir abordé plus 
ou nwins intuitivement ces notions 
topologiques que l'enfant s'intéresse 
aux n1ouveJnents qui transfonnent les 
choses. Nous aborderons ainsi, après 
l'étude de divers déplacements, les 
notions de symétries et de rotations. 

LES DEPLACEMENTS : 

L'éducation corporelle nous sera d'un 
grand secours pour l'apprentissage de 
ces concepts mais il ne faudra pas 
s'arrêter à une prise de conscience 
intuitive du concept, il faudra essayer 
de représenter la situation, ici l'action, 
le mouvement, le syn1boliser. 

Alain raconte : Hier, j'ai descendu la 
dune du Pyla en faisant le c, roule 
barrique n, 

Le maître : Montre comment tu fais. 

Alain: je ne peux pas, je n'ai pas la 
dune. 

Nous recréons la situation avec les 
moyens du bord. Nous faisons un 
plan incliné avec le grand panneau 
de calcul et le banc. 
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Eric dit à Alain : La dune ça descend 
plus mais ça doit marcher; monte et 
roule. (notion de pente) 

L'expérience réussit. Alain refait son 
11 roule barrique >,, 

Nous essayons de dessiner pour les 
correspondants. 

rer dessin : 

Critique : 

• • 
' 

- Il n'est pas sur la pente. La pente 
c'est là (r). 
- Ou là (2). 
Alain : La pente, c'est partout sauf 
en haut et en bas ; le bonhomme est 
sur cette pente (3). 
Eric : Ow, mais ton bonhomme il ne 
descend pas. 

2e dessin : 

Critique : 
- Il descend mais il ne roule pas, 
il glisse (nous essayons de faire le 
mouveJnent indiqué par la flèche). 
Alain refait sa roulade lentement en 
disant : je suis sur le dos puis sur le 
côté droit puis sur le IJentre puis sur 
le côté gauche puis sur le dos. 

3e dessin : 

-

(décon1position du mouve1nent) 

• 
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Critique: 
- Oui mais tll as 5 bonshommes. 
- Mais c'est le même qui roule; il 
fait çà (geste). 
Le maître : Montre avec une flèche. 

4c dessin : 

Critique : 
- Oui il roule mais il ne descend pas. 
Il faut les 2 flèches. 
D'où divers essais accompagnés de 
gestes. p 

Il fait les deux en 1nême ternps. 
Finalement Patrick trouve : 

Nota : cet exemple a été choisi car 
il aborde plusieurs notions. Il a été 
réalisé en fin -de CP (mois de mai). 

Voici quelques déplaceJnents dessinés 
par les enfants : 

Nous sommes allés en promenade : 

Q 
0 

jean voudrait être alpiniste : 

Pascal est tombé dans l'escalier : 

Annie a roulé dans l'escalier : 

Antoine joue au loup avec sa sœur 
autour de la table : 

Manuel et son frère jouent c< aux croco­
diles )) avec leurs petites sœurs : 
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SYMET RIES : 

Sur la musique de l'indicatif de 
<< Thibaud 11, nous avons inventé un 
déplaceJnent : nous étions répartis en 
3 groupes. 

Voici le plan de notre déplacement : 

A 
3 points de èépart A,B,C. Les 3 
groupes partent ensemble. On se trou­
ve tous en tnême temps au tablier ; 
puis le grcupe A va vers B, le groupe 
B vers A, le groupe C retourne sur 
son chemin et on se retrouve tous 
en mê1ne temps en C. 

Les enfants n'ont pas employé les 
tenues A,B,C. Ils ont su seuleJnent 
tracer les flèches, bien placer les 
points de départ, e t, avec une petite 
explication {pour remplacer les A,B,C) 
les correspondants auront pu com­
prend re notre travai 1. 

Les transformations géométriques sont 
bien ébauchées par les CP. On trouve 
mêtne des amorces de c01nposition 
des transformations. Des genèses ulté­
rieures décriront plus précisément les 
démarrages et tâtonn ements dans ce 
secteur des mathématiques. 
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C) La pratique de la mesure 

Il est à re.marquer que l'étude des 
propriétés topologiques des déplace­
ments et transformation~ géülnétri­
ques conduit progressivement à la 
Jnesure. 
La pratique de la mesure présente une 
difficulté importante pour le jeune 
enfant. 

Qu'est-ce que la mesure? 

Mesurer, c'est compter un phénomène 
qui varie d'une façon continue, par 
exemple la croissance d'une plante, 
1 'écouleJnent du temps, les déplace­
ments dans l'espace . C'est bien moins 
fa ci le que de compter des moutons 
ou des billes (fait discontinu). On ne . , . . 
peut mesurer une quantite qw vane 
d'une manière continue que si l'on 
prend une quantité référentielle et que 
l'on mesure la croissance, la durée, 
la distance en fonction de cette référence 
qui est alors appelée unité de mesure. 
Donc il faut que l'enfant découvre le 
concept de 1nesure et il ne peut le 
faire que par de multiples tâtoane­
ments. 
Mesu rer, ce n'est pas prendre un 
mètre et dire le préau a 12 m de 
long et 6 m de large, c'est découvrir 
que pour mesurer le préau, il nous 
faut prendre une Jnesure unitaire type. 
Que ce soit la boîte d'allumettes, le 
pied, le pouce ou le n1ètre, on mesure 
toujours par rapport à autre chose. 
Mesurer, ce n'est pas seulement me­
surer des distances, on mesure des 
poids, le tetnps, la capacité. 
Le conce.pt de mesure ne p~ut être 
qu'abordé au CP mais il est nécessaire 
que, dès le plus jeune âge, l'enfant 
ait l'occasion de faire de multiples 
expériences. Ce n'est qu'après un 
long tâtonneJnent, de multiples éva­
luations qu'il saura mesurer. 

• 

• 

• 
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LONGUEURS: 

- Si on mesurait la classe pour les 
correspondants ? 

- Oui, mais il faut des mètres et 
nous n'en avons pas. 
Les enfants mesurent avec leurs pieds. 
Yves : 35 pieds, Eric: 41, Nadine: 37, 
Ma rie-Pierre : 40. 

Certains découvrent ou comprennent 
que celui qui a compté le plus de 
pieds a les pieds les plus petits et 
0 

mversement. 

- Est-ce que les correspondants vont 
savoir comment sont les pieds d'Yves? 
- Il faut leur envoyer 1ws pointures. 

Ensuite, on décid e de mesurer avec 
quelque chose que les correspondants 
pourraient avoir dans leur classe ; 
après discussion nous adoptons les 
BTJ. Les enfants les disposent su r la 
longueur de la classe. Il n'y en a 
pas assez. Chris tine propose de tout 
enlever et de mesurer avec une se ule 
BTJ, en fai sant une marque à la 
craie. Refus du groupe qui préfère 
enleve r les premières BTJ utilisées e t 
les compter à la suite des 27 déjà 

, 
comptees. 

La classe mesure 35 BTJ posées en 
long. 

On voi t que d'abord on a utilisé 
plusieurs références, les pointures, puis 
pour les besoins de la communication, 

1 , 1 on n en a conserve qu une. 

On rencontre d'ailleurs d'autres dif­
ficultés dans la pratique de la mesure 
chez les CP: 

- difficulté à concevoir le point mar­
qué o comme l'origine de la Jnesure ; 

- difficulté à concevoir des longueurs 
comme équivalentes lorsqu'elles ont 

" tneme mesure, etc. 

POIDS : 

Intéressante aussi la façon dont les 
CP utilisent la balance pour comparer 
les poids des objets (ou plutôt leur 
masse). Ils utilisent en général une 
métode d'approximations successives. 
Par exe n1ple : 

Philipp~ d écide de classf r les pierres 
de la collection ; il dit : j'en fais 2 tas : 
les grosses et les petites. 

Phi lippe prend une pie rre dans chaque 
tnain et les soupèse (il évalue leurs 
poids) puis i 1 place celle jugée la plus 
lourde dans le tas des (' g rosses }) 
et l'autre dans le tas des H petites ll 1 

puis il reprend deux autres pierres .. . 

Régis dit que ce serait plus juste s' il 
prenait la bal ance. Philippe procède 
de la façon suivante : 

2 ensembles : les gros (lourd) a, 
les p~tits (lége r) b. Il prend 2 pierres, 
les p~se sur chaque plateau, il dit : 
Le plateau qui baisse donne le gros, 
il le met dans a. Le plateau qui lèZJe 
donne le petit, il le n1et en b, etc. 

Constatation après l'expérience 
Dans a il y a des pierres de toutes 
les grosseurs (poids) 
Dans b c'est la mên1e chose. 
Vérification de Régis. Constat d' échec. 
C'es t la façon d e faire qui ne va pas 
d'où divers tâtonnements de plu­
sieurs élèves. 
Jean-Louis dit: j e 11ais laisser la 
pierre bleue sur le plateau. 

Il essaie les pierres qu'il juge moins 
lourdes que la pierre bleue e t fait 
l'ensonble des nwins lourds que la 
bleue . Mais quand il totnbe sur une 
pie rre plus lourde, il sort la bleue 
et la gl i~se dans l'ense mble des tnoins 
lourds. Il contint~e ainsi et est très 
étonné de se retrouver à la fin avec 
l'enseJnble de d épart. 
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Mais la démarche de Jean-Louis en ­
traîne celle de Malik. Il dit : 

A la fin Malik place la pierre bleue 
entre les 2 ensembles. 

- Il faut laisser la même pierre sur 
le plateau, jusqu'à la fin. Dans a je 
mets toutes les pierres plus lourdes 
que la bleue et dans b je mets les pierres 
moins lourdes que la bleue. 

Dans la même collection : 

«DOSSIERS PÉDAGOGIQUES» 
des 1 numeros pour 

22: 
28-2g : 
41 -42-43 : 
46-47-48: 
56-57-58 : 
6o-61 : 

votre documentation mathématique : 
Expérience de raisonnement mathématique à l'Ecole maternellt> 
Expériences d'initiation au raisonnement logique 
Initiation au raisonnement logique à l'Ecole maternelle 
Une expérience de mathéJnatique libre dans un CEx 
Un trimestre de mathématique libre au CE2 (I) 

Un trimestre de tnathéJnatique libre au CE2 (II) 
, 

autres numeros sur les mathématiques : 
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15-16: 
32-33 : 
36-37 : 
53 : 

Mathématiques au Second degré 
L'enseignement mathématique au Second degré 
Calcul et mathématique au CM et en classe de Transition 
Transformations ét matrices 

• 

• 



• 

• 
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