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L’enseignement des mathématiques
TRANSFORMATIONS ET MATRICES

(Compte rendu d’expérience pédagogique)
par Robert BOUCHERIE et la commission 1.C.E.M.

« ..Ml serait désirable de libérer l’éléve deés que possible
de la camisole de force des « figures » traditionnelles au
profit de l'idée de transformation géométrique du plan
et de l'espace tout entiers, sur laquelle on doit insister
sans cesse et qu’il faut illustrer par de multiples exemples...»

Jean DIEUDONNE

TRANSFORMATIONS

Voici le compte rendu d’un travail en mathématique qui s’est effectué en 6° et 5¢
(moderne court) dans le cadre de I’heure des T.S.E. (travaux scientifiques expéri-

mentaux).

TRAVAIL AUX MACHINES

J’a1 fourni les machines a transformer

10) la planche avec té gradué
(voir livret « libres recherches » n° 2)

29) les pantographes
Avec de la tringle plate a rideaux, j'ai fabriqué 3 pantographes fixes qui

agrandissent respectivement 2, 3 et 5 fois, et des pantographes démontables... et
transformables en d’autres machines.

3°) la planche a glissiére

(voir livret «libres recherches » n° 4)
et ses machines :

a translation

a symeétrie

a dilatation.

Remarque : Alors que je dois, au début de ’année, montrer comment on se
sert des pantographes, je n’ai pas besoin de fournir d’explication pour les autres
machines. Quand j’ai fabriqué la machine a symsétrie, je n’avais pas pensé qu’elle
pouvait faire les translations. Le premier jour, les éléves avaient découvert les deux
modes d’emploi.

Les éléves ont fait de multiples transformations et trouvé d’autres machines :

la vitre pour les symétries et le papier calque pour les translations, les rotations
et les symétries.
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La page précédente montre la machine et la matrice qui effectuent le méme
travail. Mais comment sommes-nous passés...

DES « MACHINES » AU CALCUL

La planche graduce permet deux types d’exercices :
— choisir des points et trouver leurs coordonnées

— se donner des couples de nombres et tracer les points qu’ils determlnenn
Et quand on a des nombres on peut faire des opérations !
J’ai suggéré d’utiliser plusieurs couleurs.

Ixemple : A (25 12)
+ (25 5)
(4; 17)
le point A et le couple (2 ; 12) en bleu (ici en trait ﬁn)
le point A’ et le couple (4 ; 17) en rouge (ici en trait épais)

si le couple (2 ; 5) est en vert j’ai laissé deviner de quclle couleur doit étre
la fleche... en vert, bien siir. (pour la reproduction on a choisi I'italique et le pointillé).

A(2;12)B(8;47) c(12;42) o(u;4) e (s;8 ) F(6i1 ) 0(0;0)
*(25) *(25) +( 5/ *2;5)

B *(2:5)  #(2;5)
AT(G;17) B(10;22) C (fé;h’)o(ﬂ)?) _g(!ﬂ-’/ F(;;ij 01(2;5)
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Un couple de nombres désigne donc un point ou un vecteur.

D’ol la notion de somme de vecteurs qui me semblait immédiate... et dont
on n’a pas parlé !

Mais en faisant des soustractions, certains trouvaient des fléches dirigées
vers le bas et la gauche et on partait a la recherche de fleches montant vers la gauche
ou descendant vers la droite.

Un éléve de 6° étant arrété par une soustraction du genre: 4 — 7 = ..., je

lui expliquai rapidement qu'’il pouvait continuer la graduation « au-dessous de zéro »
en plagant le signe moins devant les nombres. Il déclarait que c’était « astucieux »

et I’utilisait aussitot.
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Pendant ce temps, des éléves de 5¢ (2; 3) (6;9)
essayaient la multiplication et la 522 . 3
division qu’ils disposaient ainsi —= .

(4; 6) (2 ; 3)

reconnaissant aussitdt I’homothétie fournie par les pantographes. Je leur indiquai
alors I’existence d’opérateurs de transformations appelés matrices et la maniére de

s’en servir en les disposant ainsi :
(3

3

e

0 2/ \6

la matrice équivalente
au multiplicateur 2

autre exemple

Z
12)10)1 x4 42 x 3
03/\11 0 X 4 4+ 3 X 3
le point (4) est transformé

3
en (10
9
5
ce qui a obligé les éléves a écrire les coordonnées d’une fagon nouvelle \3/ au lieu
au lieu de (2 ; 3) mais cela ne fut pas génant et la nouvelle piste s’avéra passionnante.
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s’écrivant (2 0)
0 2

Remarque: Au lieu de:

X) a b) X a c

X =t (c d /. \y/j’aurais pu leur faire écrire : (X ; Y) = (x;y).|\b d

mais je trouve la disposition moins pratique et je n’ai pas parlé de non-commutativité
ni de matrice transposée méme quand l’occasion s’est présentée.
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Pourquoi ai-je introduit les matrices ?
10) parce que je me doutais bien que la piste serait bonne

20) parce que je ne voulais pas qu’ils continuent A écrire les multiplications
et les divisions comme ils avaient commencé.

Cela n’a nullement géné les éléves de savoir que ce qu’ils avaient fait était
juste mais que « ¢a ne se faisait pas comme ¢a ».
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J’ai fourni les matrices en 5¢ comme on donne la division au cours élémentaire.
(C’est un outil et il est pratique.

Aprés quelques essais avec des nombres trop grands 7; 8; 15, etc., ils reviennent
vite a 1: 2: 3: 4.
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Je rappelle I’existence du zéro.
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Aprés avoir tracé a la régle les fleches de correspondance, I’éléve s’est demandé
si elles représentaient bien le chemin suivi.
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A(Q) Zb(g') - c.(i)

f 3) (‘1' ) A (5 f)G) ) (3 //(4%) )




Les nombres négatifs apparaissent.

Il est peut-étre dommage que les fleches de correspondance n’atent pas été tracées
a la regle!



Des transformations nouvelles apparaissent. Généralement composées de

2 transformations simples, elles semblent conduire au produit des matrices.

La aussi la piste ne sera pas suivie.

— Monsieur! Quelle est cette transformation? Est-ce une homothétie?

— Qu’en pensez-vous?

— (Ca y ressemble; mais les fleches ne viennent pas d’un méme point.

— En effet, c’est une composition de 2 transformations. Pouvez-vous les trouver?

et je les ai obtenues aussitot.

(1) (:3;)» ( ).

O (:z) (q )

e }%)A (3)3 (2)c
oz) (2) (oz)(6) (‘U(Z)

s0(8) o) cols)
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Ici, Uéleve a voulu matérialiser la matrice par une fléche.
Je n’ai pas jugé utile d’intervenir.
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En revanche 2 transformations simples sont découvertes :
— les projections
— et les transvections.

(1) (5)» (2)¢
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(3 )A
a(3),

(3)3

@33 )

§)c
6’3'/(3)6,
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Ces transformations obtiennent du succés et avec elles, du calcul on revient
aux machines (ou a la recherche d’une machine... qui n’a pas été trouvée).
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Construction point par pointi

AVA
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Puis on retrouve 1’homothétie.
(3)A
30
)
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on retrouve la dilatation

(a ()3 e =y
GAE) G GI4g) cA2)
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SYMETRIE
(1)A (3)® 2) ¢
fé’)(3)A’ (7o) (g )B' (%)(,%)c‘

1 2

L’éléve n’a pas reconnu la transformation et n’a pas tracé Paxe.
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Un éléve découvre avec surprise la transformation identique :

« C’est curieux, dit-il, chaque point reste ou il est !»

($)A (2)® (2)¢
G (X GI(@G) 6I3)

’J" “
II-“'L 7/ "
| S / '
‘\ \l / s
2- \“h ‘B — ———}'C#f’
1 x'\“
1 Y
\ \
\ 1
\\.“- E "J
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1 2
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Autre surprise ! : I'opérateur zéro.
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(’est alors qu’est posé par les éléves le probléme de la recherche de la matrice
d’une transformation donnée.

Voici des extraits de ces tdtonnements longs et difficiles :

i) 2
(:) ) (7 (4)

soient les points (2 ; 1) et (2; 2) qu’une transformation linéaire déplace en

(4; 3) et (4 4)
| H

F
/1 2/(4) mais. .. /1 2/(6) (6 au lieu de 4!)

enfin la matrice est trouvée : ( 2 0
=1

« Parce que c’était facile, dit Christian, mais les plus difficiles, je ne les ar pas
trouvées. »

Sur leur demande, je leur ai indiqué la résolution algébrique

exemple : soient les points A (2; 1) et B (2; 2) qu’une matrice inconnue transforme
en A’ (3;1) et B’ (13 2),
désignons par

(a b)
¢ d/ la matrice de cette transformation.

3]

DY = DO DD

a b 3) a b
(cdl c d
nous pouvons écrire :

2a—|—b=3 et 2ﬂ+2b=1

2c +d =1 2¢c + 2d = 2

ou

2a 4+ b = 3 et 2c + d =1

28 4 2b = 1 2¢ + 2d = 2
b = — 2 d = — |

d’oi a =25 et ¢ =1
et la matrice est donc :

2,0 — 2
1 — 1
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Yoici la recherche de la matrice d’une transformation :
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Il y eut une petite déception : un éléve ayant cherché aveec 2 points A et B

la matrice d’une translation ne comprenait pas pourquoi elle ne « marchait » pas
avec les autres points,

Je lui ai demandé de bien observer comment les matrices transforment le point zéro (0)

0

/
20 A B

16
14
/ / _ - :
P = R o — Et cette transformation,

2 A V\B gA L qu’est-ce que c’est, monsteur ?
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